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Введение. Изучение таких задач продиктовано не только развитием теории дифференциаль-
ных уравнений с частными производными. Они возникают при описании конкретных физиче-
ских явлений. Например, гиперболические уравнения третьего порядка появляются при матема-
тическом моделировании распространения линейных акустических волн в среде с дисперсией 
[1, c. 87]. Свойства этих уравнений и задач изучались в [2, 3].
Бóльшая часть литературы по гиперболическим уравнениям посвящена задаче коши. В ра-
ботах [4–6] рассматривались обобщенные решения для смешанных задач гиперболических урав-
нений третьего порядка, где доказаны теоремы существования и единственности таких решений 
в подходящих функциональных пространствах. Отметим также работы [7–9], где функциональны-
ми методами изучались граничные задачи на плоскости в случае двух независимых переменных.
Исследование или отыскание классических решений задач всегда было актуальным для тео-
рии дифференциальных уравнений с частными производными. Это важно и для численных 
методов решения граничных задач, так как они во многих случаях основаны на классических 
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решениях. Заметим, что классические решения определяются не только правильным выбором 
вида граничных условий для дифференциальных уравнений с частными производными, но и ус-
ловиями согласования для функций, входящих в условия и уравнения. классическому решению 
посвящена работа [10], в которой рассмотрена первая смешанная задача для простейшего гипер-
болического уравнения третьего порядка с разными характеристиками. В настоящей работе  ис-
следуется первая смешанная задача в классе бесконечно дифференцируемых функций. 
Постановка задачи. В области = (0, ) (0, )Q l+∞ ×  двух независимых переменных 2( , )t x Q R∈ ⊂  
рассмотрим нестрого гиперболическое уравнение третьего порядка 
 ( )( )21 ( , ) = ( , ), ( , ) = [0, ) [0, ],t x t xa b a b u t x f t x t x Q l∂ - ∂ + ∂ + ∂ + ∈ +∞ ×  (1)
где a, b, 1b , l – действительные числа; Q – замыкание области Q; t∂ , x∂  – частные производные 
по t и x соответственно. В общем случае =
k p
k p
t x k p
t x
+∂
∂ ∂
∂ ∂
 – частные производные по t и x порядка 
k p+ , где k и p – целые неотрицательные числа. для определенности положим > 0a . к уравне-
нию (1) на нижнем основании области Q присоединяются условия коши 
 (0, ) = ( ),  = 0,2,  [0, ],it iu x x i x l∂ j ∈  (2)
а на боковых частях границы Q∂  задаются граничные условия вида 
 
( ,0) = ( ),  0,1,  [0, ),
( , ) = ( ),  [0, ).
i
x iu t t i t
u t l t t
∂ y ∈ ∈ +∞
m ∈ +∞
 (3)
Однородное уравнение. Начнем исследование задачи (1)–(3) в случае, когда уравнение (1) 
является однородным:
 ( )( )21 ( , ) = 0, ( , ) = [0, ) [0, ].t x t xa b a b u t x t x Q l∂ - ∂ + ∂ + ∂ + ∈ +∞ ×  (4)
Согласно работе [11], общее решение уравнения (4) представимо в виде линейной комбинации 
трех произвольных функций 
 1 1 2 3( , ) = ( ) [ ( ) ( )],
b bttu t x e f x at e f x at t f x at- -+ + - + -  (5)
с соответствующими областями определения ( )iD f , = 1,3i . Нетрудно видеть, что 1( ) = [0, )D f +∞  
и ( ) = ( , ]iD f l-∞ , = 2,3i , если ( , )t x Q∈ . Обозначим через ( )C Q∞  множество бесконечно дифферен-
цируемых функций, заданных на Q, а через , ( )i jC Q  множество функций, заданных на Q , кото-
рые i раз непрерывно дифференцируемы по первому аргументу и j раз – по второму.
Полученный результат подытожим в виде леммы.
л е м м а  1. Общее решение уравнения (4) из класса ( )C Q∞  представимо в виде (5), где функ­
ции if  – произвольные бесконечно дифференцируемые на ( )iD f , = 1,3i , функции.
Таким образом, чтобы отыскать решение 2: ( , ) ( , )u Q t x u t x⊃ ∋ → ∈  задачи (2)–(4), не-
обходимо выбрать функции if , = 1,3i , такими, чтобы они в сумме вида (5) удовлетворяли еще 
и условиям (2), (3).
Введем для значений функций и их производных в случае одной независимой переменной 
следующие обозначения. Пусть : ( )g R g z→  – функция переменной z. Тогда dd ( ) = ( )
d
k
k
kg z g zz
 – 
производная k-го порядка; ( )g a , d ( )k g a  – значения функции g и ее производной d k g k-го порядка 
в точке a и т. д.
Сформулируем теорему, дающую необходимые и достаточные условия одно значной разре-
шимости задачи (2)–(4).
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Т е о р е м а  1. Если выполняются следующие условия гладкости на заданные функции: 
([0, ])i C l∞j ∈ , = 0,2i , ([0, ))j C∞y ∈ +∞ , = 0,1j , ([0, ))C∞m∈ +∞ , то задача (2)–(4) однозначно раз-
решима в классе ( )C Q∞ , тогда и только тогда, когда выполняются следующие равенства: 
 
( 1
0 0 1
1 12
2
0
=
1
2
0
=
)( )
d ( )
( )d (2 ) (2 ) (2 )
d
( ) ( )1 2( ) ( ) =
4
( )d 1 2= ( ) ( ) ,  = 0, ,
d 4
b b
k
k
b b
l y
y l
b
k y
k
y l
l y
b l y a l yae l y l y l y l y
a ay
y l b y zy la ae z e y z dz
a a
b y z
az e y z dz k
y a
-
-
-
- - -  - j - + j - + j - +   

- - --  + m + Φ -    

- - Φ - ∞ 
 
 
∫
∫  (6)
 
 
1
0 0 1
0
=0
1
1 0 0
0
=0
( )d 1 2d ( ) =
2d
( )d 1 2= ( ) ( ) d ( ) ( ) ,  = 0, ,
2d
bbyk y
a
k
y
b
k y
k
y
b y zy y y ae b a z e dz
a a a ay
b y z
ay b y a y z e dz k
ay
--
- -       y - + y - + y - - Φ              
 
- - j + j + j - Φ ∞ 
 
 
∫
∫
 (7)
 
  
1
0 0 1 2
0
=0
1
0 2
0
=0
( )d 1 2d ( ) ( ) =
d 4
( )d 1 2= ( ) ( ) ( ) ,  = 0, ,
d 4
bbyk y
a
k
y
b
k y
k
y
b y zy y by a y y ae y z e y z dz
a a a a ay a
b y z
ay z e y z dz k
y a
--
- - +      y - + y - + y - - Φ -              
 
- - j - Φ - ∞ 
 
 
∫
∫   (8)
где 2 2 22 1 1 0 0 0( ) = ( ) 2 ( ) 2 d ( ) ( ) 2 d ( ) d ( ),  [0, ].y y b y a y b y ab y a y y lΦ j + j + j + j + j + j ∈
Неоднородное уравнение. Рассмотрим теперь следующую задачу с однородными начальны-
ми условиями для уравнения (1): 
 ( )( )21 ( , ) = ( , ), ( , ) ,t x t xa b a b v t x f t x t x Q∂ - ∂ + ∂ + ∂ + ∈  (9) 
 (0, ) = 0,  = 0,2,  [0, ].itv x i x l∂ ∈  (10)
л е м м а  2. Если ( )f C Q∞∈  и существуют некоторые окрестности точек 1 = 0x  и 2 =x l , 
в которых при любом [0, )t∈ +∞  функции ( , )kt f t x∂ , = 0,k ∞, представимы в виде абсолютно схо-
дящихся рядов по степеням ( )ix x- , = 1,2i , то существует функция ( , )v t x  из класса ( )C Q∞ , явля­
ющаяся решением задачи (9)–(10).
д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим граничную задачу для функции ( , , )w t x t :
 ( )( )21 ( , , ) = 0,  ( , ) ,  [0, ),t x t xa b a b w t x t x Q∂ - ∂ + ∂ + ∂ + t ∈ t∈ +∞  (11) 
 2(0, , ) = 0,  = 0,1,  (0, , ) = ( , ),   [0, ],  [0, ).it tw x i w x f x x l∂ t ∂ t t ∈ t∈ +∞  (12)
По условию леммы функция ( , )f t x  определена в области = [0, ) [0, ]Q l+∞ × . Построим ее про-
должение в классе ([0, ) )C R∞ +∞ × . Вначале продолжим f в область [0, ) [ , )l+∞ × +∞ . По условию 
13
леммы существует некоторая окрестность [ , ]ll l- e  точки =x l, такая, что для любого [0, )t∈ +∞ , 
f представима в виде абсолютно сходящегося ряда
 
=0
( , )
( , ) = ( ) ,  [0, ),  [ , ],  (0, ),
!
k
x k
l l
k
f t l
f t x x l t x l l l
k
∞ ∂
- ∈ +∞ ∈ - e e ∈∑  
причем производные этого ряда любого порядка по t также сходятся абсолютно.
Поскольку этот ряд сходится абсолютно для всех ( , ) = [0, ) [ , ]l lt x Q l l
-∈ +∞ × - e , то легко заме-
тить, что он также сходится абсолютно и для ( , ) = [0, ) [ , ]l lt x Q l l
+∈ +∞ × + e . Таким образом, в lQ + 
зададим функцию f , определяющуюся по формуле 
 
=0
( , )
( , ) = ( ) ,  ( , ) .
!
k
x k
l
k
f t l
f t x x l t x Q
k
∞
+∂ - ∈∑  
Заданная таким способом функция является непрерывным продолжением f в lQ +, причем 
 ( )lf C Q
∞ +∈ , а производные этих функций любого порядка на границе =x l совпадают. далее 
рассмотрим функцию 
 
1
( )( ( )) ,  ( , ),( ) =
0,  ( , ] [ , ).
x l x l l ll
l
e x l lg x
x l l
- - +e

 ∈ + e
 ∈ -∞ + e +∞ 
 (13)
Несложно видеть, что ( )lg C R
∞∈ . Воспользуемся ею для построения еще одной функции 
 
1
( ) = 1 ( ) ,  = ( ) > 0,  .
lx l
l l l l
l l l
x g d A g d x R
A
+e
d - ξ ξ ξ ξ ∈∫ ∫  (14)
Функция ( )l xd  – бесконечно дифференцируема на всей числовой прямой, также ( ) 1l xd ≡ , 
( , ]x l∈ -∞  и ( ) 0l xd ≡ , [ , )lx l∈ + e +∞ . далее на основе f  и ld  построим продолжение функции f 
в область [0, ) [ , )l+∞ × +∞ :
 
( , ) ( ),  ( , ) ,
( , ) =
0,  [0, ),  ( , ).
l l
l
l
f t x x t x Q
f t x
t x l
+ d ∈

∈ +∞ ∈ + e +∞
 (15)
легко заметить, что ([0, ) [ , ))lf C l
∞∈ +∞ × +∞ . действительно, она бесконечно дифференциру-
ема в lQ +, как произведение двух бесконечно дифференцируемых функций, и в [0, ) ( , )ll+∞ × + e +∞ , 
поскольку тождественно равна нулю в этой области. Покажем теперь, что левые и правые про-
изводные всех порядков на границе = lx l + e  совпадают. Очевидно, что все правые производные 
равны нулю, покажем, что левые также обращаются в нуль 
 ( ) =( ) 0 =( ) 0 =( ) 0
=0
d ( )
( , ) | = ( , ) ( ) | = ( , ) | ,  = 0, .
d
l l l
k ik lk k i i
x l x l x l x l x x lk k i
i
x
f t x f t x x C f t x k
x
-
+e - +e - +e --
d
∂ ∂ d ∂ ∞∑  
Однако для любого = 0,k ∞, имеют место равенства 
 
=
d ( )
= 0,
d
l
k
l
k
x l
x
x +e
d
 
в этом легко убедиться, непосредственно вычислив производные функции ld  по формулам (13)–(14). 
Таким образом, ([0, ) [ , ))lf C l
∞∈ +∞ × +∞ , покажем теперь, что f и lf  совпадают вместе со всеми 
своими производными вдоль прямой =x l 
 
= =0 =
d ( )
( , ) = ( , ) ,  = 0, .
d
k ik lk i i
x l xk k ix l i x l
x
f t x C f t x k
x
-
-
d
∂ ∂ ∞∑  
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Однако имеют место равенства 
 
=
d ( )
( ) = 1,  = 0,  = 1, ,
d
k
l
l k
x l
xl k
x
d
d ∞  
из которых получим 
 = =( , ) | = ( , ) | = ( , ),  = 0, .
k k k
x l x l x x l xf t x f t x f t l k∂ ∂ ∂ ∞  
Таким образом, доказано, что f и lf  совпадают вместе со всеми своими производными вдоль 
прямой =x l. Аналогичным образом строится продолжение f относильно прямой = 0x . По ус-
ловию леммы существует такая окрестность 0[0, ]e , на которой функция представима в виде 
аболютно сходящегося ряда. Построение функции 0f , являющейся продолжением f в область 
[0, ) ( ,0]+∞ × -∞ , проводится аналогично с использованием вместо lg  и ld  новых функций 
 
1
( )0
00
0
,  ( ,0),( ) =
0,  ( , ] [0, ),
x xe xg x
x
+e

 ∈ -e
 ∈ -∞ -e +∞ 
  
 
0 0
0
0 0 0 0
0
1
( ) = ( ) ,  = ( ) > 0,  .
x
x g d A g d x R
A -e -e
d ξ ξ ξ ξ ∈∫ ∫  
Следовательно, мы получим продолжение f, определяющееся формулой 
 
0 ( , ),  [0, ),  ( ,0),
( , ) = ( , ),  [0, ),  [0, ],
( , ),  [0, ),  ( , ),l
f t x t x
F t x f t x t x l
f t x t x l
∈ +∞ ∈ -∞
 ∈ +∞
 ∈ +∞ +∞
 (16)
причем ([0, ) )F C R∞∈ +∞ × .
Общее решение уравнения (11) имеет вид 
 1 1 2 3( , , ) = ( , ) [ ( , ) ( , )].
b t btw t x e W x at e W x at t W x at- -t + t + - t + - t  
Определим функции iW , = 1,3i , следующим образом: 
 
1 ( )
21 2
0
1 ( )
2
2
0
1 ( )
2
3 2
0
1
( , ) = ( , ) ( ) ,  [0, ),  [0, ),
4
1
( , ) = ( , ) ,  ( , ],  [0, ),
2
1
( , ) = ( , ) ( ) ,  ( , ],  [0, ).
4
b by y z
a
b by y z
a
b by y z
a
W y F z e y z dz y
a
W y F z e dz y l
a
W y F z e y z dz y l
a
-
-
-
-
-
-
t t - ∈ +∞ t∈ +∞
t - t ∈ -∞ t∈ +∞
t - t - ∈ -∞ t∈ +∞
∫
∫
∫
 (17)
Таким образом, функция ( , , )w t x t  в области  = [0, )Q Q× +∞  будет определяться формулой 
 
11 ( )
22
2
1
( , , ) = ( , ) ( ) .
4
b bb b x at x zt
a
x at
w t x e F z e x at z dz
a
-- - + -
-
t t + -∫  
легко проверить непосредственной подстановкой, что определенные таким способом функ-
ции iW , = 1,3i , обеспечивают выполнение начальных условий (12). Заметим также, что 
 1( , ) ([0, ) [0, )),W y C
∞t ∈ +∞ × +∞   
 ( , ) (( , ] [0, )),  = 2,3,jW y C l j
∞t ∈ -∞ × +∞  
отсюда следует, что 
 ( , , ) ( ).w t x C Q∞t ∈  
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В результате получено решение задачи коши в классе ( )C Q∞ .
Определим функцию ( , )v t x  по формуле 
 
0
( , ) = ( , , ) ,  ( , ) .
t
v t x w t x d t x Q- t t t ∈∫  (18)
Функция v, определенная таким образом, принадлежит классу ( )C Q∞  и удовлетворяет на-
чальным условиям (10). действительно, 
 =0
0
(0, ) = 0,  (0, ) = (0, , ) ( , , ) | = 0,
t
t t tv x v x w x t w t x d-t∂ + ∂ - t t t∫   
 2 2 =0
0
(0, ) = (0, , ) (0, , ) ( , , ) | = 0.
t
t t t tv x w x t w x t w t x dt -t∂ ∂ + ∂ + ∂ - t t t∫  
Также v является решением уравнения (9), в чем легко убедиться непосредственной подста-
новкой. лемма 2 доказана.
Пусть функция ( , ) ( )v t x C Q∞∈  – решение задачи (9)–(10). Тогда вместе с граничной задачей 
(1)–(3) рассмотрим также задачу 
 ( )( )21 ( , ) = 0, ( , ) ,t x t xa b a b u t x t x Q∂ - ∂ + ∂ + ∂ + ∈  (19) 
 (0, ) = ( ),  = 0,2,  [0, ],it iu x x i x l∂ j ∈  (20) 
 


( ,0) = ( ) = ( ) ( ,0),  = 0,1,  [0, ),
( , ) = ( ) = ( ) ( , ),  [0, ).
i i
x i i xu t t t v t i t
u t l t t v t l t
∂ y y - ∂ ∈ +∞
m m - ∈ +∞
 (21)
лемма 3.  Задача (1)–(3) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда однозначно раз-
решима задача (19)–(21).
доказательство. Предположим, задача (1)–(3) имеет единственное решени u. Тогда, взяв 
в качестве =u u v- , получим решение задачи (19)–(21). допустим, что для уравнения (19)–(21) су-
ществует другое решение 1u , отличное от u. В этом случае функция 11 =u u v+  будет отличаться 
от функции u и также будет решением задачи (1)–(3). Получаем противоречие, таким образом, 
задача (19)–(21) однозначно разрешима.
Теперь докажем достаточность. Пусть задача (19)–(21) однозначно разрешима и функция u – ее 
решение. Тогда, очевидно, функция =u u v+  будет решением задачи (1)–(3). допустим, что функ-
ция 1u , отличная от u, также является решением этой задачи. Тогда 1 1=u u v- , отлична от u , также 
является решением задачи (19)–(21). Получено противоречие. лемма 3 доказана.
для разрешимости задачи (1)–(3) должны выполняться соответствующие условия согласова-
ния на заданную функцию f уравнения (1), функции ij , = 0,2i , условий (2) и на функции μ, iy , = 0,1i , 
условий (3). В данном случае эти условия выписываются в явном виде следующим образом: 
 
( )( )1
0 0 1
( )1 12 ( )
2
2
0
=
1 ( )
2
2
0
d ( )
( )d (2 ) (2 ) (2 )
d
1
, ( ) ( ) =
4
d 1
= ( ) ( )
d 4
b b l yi
a
i
b y l b bl y y z
a a
y l
b bi y y z
a
i
b l y a l ye l y l y l y l y
a ay
y l y le F l z e y z dz
a a a
z e y z dz
y a
- -
- -- -
-
-
 - - -  - j - + j - + j - +   
 - -    + m - + Φ -          
 
 Φ -

 
∫
∫
=
,  = 0, ,
y l
i ∞

 (22)
 
16
 
( )
0 0 1
=0=
1 ( )
2
0
=0
1 (
2
1 0 0
0
d
d
d
,0 | ,0 , |
1
( ) =
2
d 1
= ( ) ( ) d ( ) ( )
2d
byi
a
i
by
a
t y x x
t
a
b by y z
a
y
b bi y y
a
i
y y ye b a
a a ay
y y
e F t bF a F x
a a
z e dz
a
y b y a y z e
ay
-
-
-
-- -
-
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
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
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∫
∫
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z
y
dz i
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 
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 (23)
 
 
( )
0 0 1
=0=
1 ( )
2
2
0
=0
1
0 2
0
d
d
d
,0 | ,0 , |
1
( ) ( ) =
4
d 1
= ( ) ( )
d 4
byi
a
i
by
a
t y x x
t
a
b by y z
a
y
b bi y
i
y y by a y ye y
a a a a ay
y by a y y
e F t F y F x
a a a a
z e y z dz
a
y z e
y a
-
-
-
-- -
-
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∫
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2
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y z
a
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 (24)
где 
 2 2 22 1 1 0 0 0( ) = ( ) 2 ( ) 2 d ( ) ( ) 2 d ( ) d ( ),  [0, ],y y b y a y b y ab y a y y lΦ j + j + j + j + j + j ∈   
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4
b bb b x a tt x zt
a
x a t
F t x e f z e x a t z dzd
a
-- - + -t --t
- -t
t + - t - t∫ ∫  
Теорема 2.  Если выполняются следующие условия гладкости на заданные функции: 
([0, ])i C l∞j ∈ , = 0,2i , ([0, ))j C∞y ∈ +∞ , = 0,1j , ([0, ))C∞m∈ +∞ , ( )f C Q∞∈ , а также f удовлетво-
ряет условиям леммы 2, то задача (1)–(3) однозначно разрешима в классе ( )C Q∞ , тогда и только 
тогда, когда выполняются равенства (22)–(24).
доказательство. Из лемм 2 и 3 следует, что задача (1)–(3) однозначно разрешима тогда и 
только тогда, когда однозначно разрешима однородная задача (19)–(21). Из теоремы 1 следует, что 
эта задача однозначно разрешима, только если выполняются следующие условия согласования: 
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  +      y - + y - + y - -             
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∫
∫  (27)
Заметим, что 
  ( ) = ( ) ( ,0),  = 0,1,ii xi t t v t iy y - ∂   
 ( ) = ( ) ( , ).t t v t lm m -  
Тогда после подстановки вычисленных значений d j iy  и m в (25)–(27) получим уравнения 
(22)–(24). Таким образом, доказано утверждение теоремы 2.
Выводы. В данной статье были найдены необходимые и достаточные условия однозначной 
разрешимости неоднородной задачи (1)–(3) в классе бесконечно дифференцируемых функций, 
когда функции из начальных и граничных условий также являются бесконечно дифференциру-
емыми. Также было получено классическое решение этой задачи, позволяющее находить значе-
ние искомой функции и ее производных в каждой точке полуполосы Q.
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